Lineare algebraische Gruppen

Vorlesung 13 im Sommersemester 2021 (am 9.07.21):
Elementare unipotente Gruppen II
Charakterisierung der elementaren unipotenten Gruppen.
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14 Kommutative lineare algebraische Gruppen
Elementare unipotente Gruppen I/

14.4 Elementare unipotente Gruppen

14.4.7 Kriterium fur elementare unipotente Gruppen

Sei G eine lineare algebraische Gruppe uiber dem Korper k der Charakteristik p. Dann

sind folgende Aussagen aquivalent.

(1) G st elementar unipotent.

(i) A(G) ist ein endlich erzeugter R(k)-Modul und die Elemente von A(G) erzeugen
k[G] als k-Algebra.

(1) G istim Fall p =0 eine Vektorgruppe und im Fall p > O ein Produkt aus einer
Vektorgruppe und einer endlichen elementaren abelschen p-Gruppe.

Unter einer elementaren abelschen p-Gruppe verstehen wir ein Produkt von zyklischen
Gruppen der Ordnung p.
Beweis. (iii) = (i). Wir erinnern zunéchst an zwei frither bewiesene Aussagen. Es

bestehten die folgenden Implikationen.
G ist isomorph zu einer abgeschlossenen

Aussage 1. G ist unipotent <[] Untergruppe einer U
n

Die Implikation ‘<’ ist trivial, weil alle Elemente von
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unipotent sind. Die Implikation ‘=" folgt aus 2.3.7 und 2.4.12B.

Aussage 2.
Das Produkt zweier unipotenter Gruppen ist unipotent.



Die Aussage ergibt sich aus Aussage 1 und der Tatsache, dal} der injektive
Homomorphismus von linearen algebraischen Gruppen

A0

Umx Un < Um+n » (AB) b (0 B)

das direkte Produkt links mit einer abgeschlossenen Untergruppe von Um+n
identifiziert.
Beweisen wir die Implikation (iii) = (i).
1. Schritt. Der Fall p = 0.

Nach Voraussetzung ist G= Gg (vgl. 3.4.1). Wegen des Isomorphismus

= 1c
G,—U.ch (01)’

von linearen algebraischen Gruppen ist Ga unipotent. Nach Aussage 2 ist auch
G=G, =G x.xG
a a

. . .~ . .
unipotent. Nun ist G, gerade die additive Gruppe des k-Vektorraums k" also
insbesonere kommutativ. Zusammen ergibt sich, da3 G elementar unipotent ist.

2. Schritt. Der Fall p > 0.

Nach Vorausetzung ist
G = G, xH
mit einem Produkt H von endlich vielen (sagen wir r) Gruppen der Ordnung p, d.h.
G = G x(ZIpL)" = (ZIpL)*..x(ZLIpL)
Die additive Gruppe Z/pZ ist die additive Gruppe des Korpers Fp mit p Elementen,

d.h. des Primkorpers von k. Die naturliche Inklusion IFP & k identifiziert Z/pZ mit

einer endlichen Untergruppe der additiven Gruppe Ga von k,

ZIpZ G =U,

Weil jede endliche Teilmenge einer algebraischen Varietat abgeschlossen ist, wird so
Z/pZ mit einer abgeschlossenen Untergruppe von U1 identifiziert. Insbesondere ist

Z/pZ eine unipotente Gruppe. Als Produkt unipotenter Gruppen (die isomorph zu Ga

oder Z/pZ sind) ist
G unipotent.
Als Produkt abelscher Gruppen ist G abelsch. Als additive Gruppe von
k% (F )f
( p)

ist G elementar unipotent (weil das p-fache jedes (n+r)-Tupels das neutrale Element ist).

(ii) = (iii) im Fall, dal G zusammenhéngend ist.

Nach Voraussetzung ist A(G) ein endlich erzeugter R(k)-Modul. Weil G
zusammenhangend ist, ist A(G) als R(k)-Modul torsionsfrei (nach 3.3.6 (i)). Als
algebraisch abgeschlossener Korper ist k perfekt. Deshalb ist A(G) (nach 3.3.3 (iii)) als
R(k)-Modul eine direkte Summe von (endlich vielen) zyklischen R(k)-Moduln und
sogar frei iiber R(k), sagen wir



AG) = R(k)-f1+...+R(k)-frn mit fl""’fm linear unabhangig uber R(k).
Nach 3.3.6 (ii) sind

f 1,...,fm algebraisch unabhéngig uber k.

Nach Voraussetzung wird k[G] von den Elementen von A(G) erzeugt, d.h. im Fall p
# 0 von den Elementen der Gestalt_

Tj-fi:fP], i=1,..m, j = 0,12,..
i

(vgl. 3.3.4 A) und im Fall p =0 von den f

G die Gestalt

1,...,fm. Damit hat der Koordinatenring von

KIG] = KIf ool ]

mit algebraisch unabhédngigen additiven Funktionen fi’ d.h. Homomorphismen von

linearen algebraischen Gruppen fi:G — Ga' Weil die fi den Koordinatenring erzeugen,
ist durch

_ £,

f:G;ngm,xH e
£ 00
ein Isomorphismus von affinen algebraischen Varietaten definiert (vgl. Bemerkung
1.3.1 (iii)) mit sagen wir
X = V(gl,...,gs), gi = k[Tl""’Tm]'

Weil die fi algebraisch unabhangig sind, miussen alle g identisch Null sein, d.h. X =

k™ und f ist ein Isomorphismus

= m
f:G—k"=G,
Weil die fi additive Funktionen sind, ist es sogar ein Isomorphismus von linearen

algebraischen Gruppen, d.h. G ist eine Vektorgruppe, d.h. es gilt (iii).

(1) = _(ii) im Fall, daB G zusammenh#ngend ist.

Nach Aussage 1 konnen wir annehmen G ist eine abgeschlossene Untergruppe einer der
Gruppen Um’
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Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach m.
Induktionsanfang: m = 1.




Es gilt dann G =U 1= {e}, k[G] =k, also A(G) =" 0. Insbesondere ist A(G) ein

endlich erzeugter R(k)-Modul. Trivialerweise wird k[G] = k als k-Algebra von A(G)
erzeugt: k ist die kleineste k-Algebra, in der A(G) enthalten ist.

Induktionsschritt: m > 1.

Wir betrachten die beiden folgenden Abbildungen.

U —»U_ A A,
wobei A’ aus A entstehe durch Streichen der ersten Zeile und ersten Spalte, und
YU —»U Ap A%,
m m-1

wobei A” aus A entstehe durch Streichen der letzten Zeile und letzten Spalte. Beide
Abbildungen sind regulir,

¢ und 1 sind regulare Abbildungen,

denn die Eintrage von A’ und A” sind reguldre Funktionen der Eintrage von A. Beide
Abbildungen sind surjektiv,

¢ und  sind sind surjektiv,

denn indem man A’ durch eine erste Zeile und eine erste Spalte erganzt, wobei der
einzige von O verschiedene neue Eintrag sich in der Position (1,1) befindet und gleich 1

ist, erhalt man zu vorgegebenen A’ eine Matrix A mit @(A) = A’. Indem man analog A
durch eine letzte Zeile und eine letzte Spalte erganzt, wobei nur der Eintrag in der
Position (m,m) von O verschieden ist (und gleich 1 ist), findet man auch ein Urbild von

A’ bei . SchlieBlich sind

¢ und { Gruppenhomomorphismen.
Wenn man namlich die i-te Zeile eines Elements von Um mit der j-ten Spalte eines
Elements von Um multipliziert, so hdngt das Ergebnis im Fall 1 < i nicht von den ersten

Koordinaten der Faktoren ab” und im Fall j < m nicht von den letzten Koordinaten der
Faktoren®. Zusammen erhalten wir,

¢ und 1 sind surjektive Homomorphismen linearer algebraischer Gruppen.

Insbesondere sind die Bilder ¢(G) und y(G) abgeschlossene Untergruppen von Um-l

(nach 2.2.5). Sie sind unipotent (weil sie ganz in Um liegen). Sie sind elementar

-1
unipotent,

@(G) und Y(G) sind sind elementar unipotent,

weil das homomorphe Bild einer abelschen Gruppe abelsch und (im Fall p > 0) das Bild
eines Elements der Ordnung p die Ordnung p hat oder gleich dem neutralen Element ist.

Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf ¢(G) und y(G) an und erhalten:
A(p(G)) und A(W(G)) endlich erzeugte R(k)-Moduln,

die k[p(G)] bzw. k[ (G)] als k-Algebren erzeugen.

ey

! Jede additive Funktion f: G = {e} — k =G ist ein Homomorphismus der multiplikativen Gruppe G
a
mit Werten in der additiven Gruppe G , d.h. es ist f(e) = 0 und die einzige additve Funktion auf G ist
a

identisch Null
? denn die erste Koordinate des ersten Faktors ist im Fall 1 < i gleich 0.
? denn die letzte Koordinate des zweiten Faktors ist mit Fall j < m gleich 0.



Weil die Abbildungen ¢: G — @(G) und y: G — Y(G) surjektiv sind, induzieren sie
Injektionen

k[p(G)] & k[G] und k[(G)] & k[G]. (2)
Wir konnen die Koordinatenringe von ¢(G) und y(G) als Teilalgebren von k[G]
betrachten. Sei jetzt Xij: G — k die regulare Abbildung, welche jede Matrix auf deren

Eintrag in der Position (i,j) abbildet. Dann gilt (vgl. 2.2.2 Aufgabe 1)
k[G]=k[Xij l1<i<j=m]

klp(G)] = k[xij 12 <i<j=m]
k[yp(G)] = k[xij [1=i<j=m-1]

Nach (1) werden A(¢p(G)) und A(Y(G)) uber R(k) von jeweils endlich vielen additiven

Funktionen auf ¢(G) bzw. \(G) erzeugt. Durch die naturlichen Einbettungen (2)
werden diese zu additiven Funktionen auf G, es gibt also endlich viele additive

Funktionen al""’an auf G mit

A(p(G)) + A(Y(G)) = R(k)-al+...+R(k)-an. 3)
Dieser R(k)-Modul liegt ganz in A(G). Weil G nach Voraussetzung zusammenhangend
ist, ist A(G) torsionsfrei (nach 3.3.6(i)). Damit ist aber auch der Teilmodul (3)
torsionsfrei. Weil letzterer endlich erzeugt ist, ist er sogar frei iiber R(k) (nach
3.3.3(111), denn k ist als algebraisch abgeschlossener Korper perfekt). Wir konnen also

annehmen,
ap, sind linear unabhiangig uber R(k).

Nach 3.3.6(i1) sind dann die a, algebraisch unabhéngig uiber k,
ap,d sind algebraisch unabhéngig uber k. 4)

Nach (1) erzeugen diese additiven Funktionen a, eine k-Algebra, welche die

Koordinatenringe von ¢(G) und y(G) enthalt,

k[p(G)] C k[al,...,an] und k[y(G)] & k[al,...,an]. (5)

Insbesondere gilt
xij € k[al,...,an] (CK[G]) fur alle (i,j) mit2<i<js=moder I =i<j=<m-1.

Damit liegen alle Xij in k[a an] mit eventueller Ausnahme des Fallsi=1 und j =m.

0=
Wir setzen
X=X, .
Im
Fuir u, v € G gilt
1 x12(uv) le(uv) 1 X12(u) le(u) 1 X12(V) xlm(v)
0 1 sz(uv) _ 0 1 ... X2m(u) . 0 1 ... X2m(v)
0 o ... 1 o o ... 1 o o ... 1
also
xlm(uv) = 1-X1m(v)+x12(u)-x2m(v)+...+x1,m_l(u)-xm_l,m(v) + xim(u)-l,
also

X (V) = X (V) - X (W) =X (R (DbecbXy WX ()

2



1
diese Xij liegen in k[al,...,an]. Es gibt also ein Polynom f(T,U) € k[T,U] mit

x(uv) - x(u) - x(v) = f(al(u),...,an(u), al(v),...,an(v))

Unter den auf der rechten Seite auftretenden Funktionen Xij kommt x m nicht vor, d.h.

fur beliebige u, v € G. Im folgenden werden wir abkuirzend
a(u) fur (al(u),...,an(u)

schreiben (fur beliebige u € G), so dal} diese Identitét die Gestalt
x(uv) - x(u) - x(v) = f(a(u), a(v))
bekommit.
Fur beliebige u, v, w € G erhalten wir (vgl. 3.4.5)
(9f)(aw), av), a(w)) = f(a(v),a(w)) - fla(wy+a(v),a(w))+f(a(u), a(v)+a(w))-fla(u),a(v))
=" f(a(v),a(w)) - f(a(uv),a(w))+f(a(u),a(vw))-f(a(u),a(v))
= x(Vvw)-x(v)-x(w)

-x(uvw)+x(uv)+x(w)
+x(uvw)-x(u)-x(vw)
-x(uv)+x()+x(v)
=0
Es gilt also

(of)(a(u),a(v), a(w)) = 0 fur beliebige u, v, w € G.
Wir betrachten die linke Seite dieser Identitét als regulare Funktion von
(u,v,w) € GXGXG.
Bezeichnet p;: GxGxG —» G die Projektion auf den i-ten Faktor, so gilt’

%k % *
(9P (@), Pa(@), P3(@) (u,v.w)
=5(0)(P (B)(U,V,W), Pa(@) (U¥,w), P3(@)(u,v,w))

= (0D)((a°p (v, w), (a°p,)(u,v,w),(a°p,)(u,v,w))
E)af)(a(U), a(v), a(w))

k
Als Elemente von k[GXGxG] = k[G]®kk[G]®kk[G] sind die Funktionen p; (aj) gerade
die Tensorprodukte
k
a)=a.®1®1
p i ( J) ;
p2(aj) = 1®aj®l

k)
p3(aj) = 1®1®aj.
Sie liegen in der Teilalgebra
k[a1 ,...,an]®kk[a1 ,...,an]®kk[a1 ,...,an]

k k %
und (8f)(p1 (a), p2(a), p3(a)) ist als Element dieser Teilalgebra gleich 0.
Nach (4) besteht ein k-Algebra-Isomorphismus

4 die av sind additive Funktionen auf G.

% Die Auswertung an der Stelle (u,v,w) ist ein k-Algebra-Homomorphismus.



k[al,...,an] — k[Ul""’Un]’ a, b Ui’
mit Unbestimmten Ui’ also ein k-Algebra-Isomorphismus

k[a ,...,an]®kk[a1,...,an]®kk[a1,...,an]

1

— k[Ul""’Un]®kk[vl""’Vn]®kk[w ,...,Wn] = k[U,V,W]

1
aj®1®1 B Uj’ 1®aj®1 B Vj, 1®1®aj 3 Wj'

Das Bild von
(aD)(py (@), py(a). p3(@) = (O 1®L1®B11®1®a)

bei diesem Isomorphismus ist (df)(U, V, W), d.h. es gilt
(oH)(U, V, W) =0.
Wir haben gezeigt,

1""’Vn]

f(U,V) € k[U,V] = k[Ul""’Un’ \Y
ist ein polynomialer 2-Kozyklus. Wir konnen unser Kriterium fur (multidimensionale)
polynomiale 2-Korander 3.4.6 anwenden, und erhalten im Fall der Charakteristik

p=0,
daf es ein g € k[U] gibt mit

f(U,V) = g(U+V) - g(U) - g(V). (6)
Behauptung: im Fall einer positiven Charakteristik hat f ebenfalls diese Gestalt.
Auf Grund unseres Kriteriums 3.4.6 reicht es zu zeigen, es gilt

p-1
3 (U, i-U) = 0.
i=1

Weil die a, algebraische unabhingig sind, reicht es zu zeigen, die regulare Funktion

p-1
> f(a, i-a)

1=1

ist identisch Null auf G. Fur u € G gilt

p-1 p-1
( Y fa,ia))(w) = 3 f(a(u), i-a(u))
i=1 i=1
p-1 .
= Y f(a(uw), a(ul)) (die aj sind additive Funktionen)

i=1



p-1 . .
= 3 (x(ueu') - x(u) - x(uh)) (nach Definition von f)
i=1
1, 1.
=S X - o Dexcw - 3 x(ul)
i=1 i=1

= x(uP) - (p-1)*x(u) - x(u)
= x(uP) - pex(u)
= x(uP) (p ist die Charakteristik von k)

Nun ist nach Voraussetzung (i) die Gruppe G elementar unipotent. Wegen p >0 hat

jedes Element von G eine Ordnung, welche p teilt. Deshalb ist uP = e, also
p-1
> f(a, ica))(w)=x(e) =x, (e)=0
=1 Im
(der Eintrag in der Position (1,m) der Einheitsmatrix ist wegen m > 1 gleich 0).

Damit hat f auch im Fall postiver Charakteristik die Gestalt (6). Fur jede Charakteristik

gilt
x(uv) - x(u) - x(v) =f(a(u), a(v)) (nach Definition von f)
= g(a(w+a(v)) - g(a(u)) - g(a(v)) (nach (6)) N .
= g(a(uv)) - g(a(u)) - g(a(v)) (die ai sind additive Funktionen)

zusammen also
x(uv) - x(u) - x(v) = g(a(uv)) - g(a(u)) - g(a(v)) (7
fur beliebige u, v € G. Wir setzen
hw = x() - gla(W) = x; (W) - g(a, (W),...a (W)
Wegen (7) gilt dann
h(uv) - h(u) - h(v) =0
fur u, v € G, d.h.

h ist eine additive Funktion.
Wir sind jetzt soweit, dal} wir zeigen konnen, der Koordinatenring k[G] wird von
additiven Funktionen erzeugt (d.h. es gilt der zweite Teil von Aussage (ii)).
Es gilt
k[G] :k[xij l[1<i<j=<m]

Dabei liegt jedes Xij mit eventueller Ausnahme von x = x

% € k[e(G)] U k[w(G)]

Im in k[p(G)] oder in k[y(G)],

fur (i,j) # (1,m), also
xij & k[al,...,an]

fur jedes (i,j) # (1,m) (wegen (5)). Damit gilt
k[G] = k[al,...,an, le]

= k[al,...,an, xlm—g(al,...,an)]
= k[al,...,an, h]

Der Koordinatenring k[G] wird von endlich vielen additiven Funktionen erzeugt.



Wir haben noch zu zeigen, A(G) ist als R(k)-Modul endlich erzeugt. Weil G zusam-
menhangend ist, ist A(G) torsionsfrei (nach 3.3.6(i)). Insbesondere ist damit der
endlich erzeugte Teilmodul

R(k)-a1 +.. .+R(k)-an+R(k)-h

von A(G) torsionsfrei, also frei uber R(k) (nach 3.3.3 (iii)), sagen wir
R(k)-a1+...+R(k)-an = R(k)-f1+...+R(k)-fe ®)

mit f 1 N ( linear unabhéngig uber R(k), also algebraisch unabhéngig uiber k (nach
3.3.6 (i1)). Wegen (8) sind die a, und h Polynome in den fj und die fJ Polynome in den
a, und h. Es gilt also
k[G] = k[a1 SR h]
Weil die fi den Koordinatenring von G erzeugen, definieren sie einen Isomorphismus
algebraischer Varietiten von G mit einer abgeschlossenen Teilmenge
X = V(gl,...gs)

des kz,

_ f,(0

f:G — X = V(g,...8) © Kox
£

Weil die fi algebraisch unabhéangig sind, mussen die definierenden Polynome g, von X

identisch Null sein, d.h. X = ké und f ist ein Isomorphimus algebraischer Varietaten

f:G:kZ=G£

Weil die fi additive Funktionen sind, ist f ein Gruppen-Homomorphismus, also ein

Isomorphismus von linearen algebraischen Gruppen,

G — Gfl
Nach 3.3.5 ist A(G) = A(Gg) endlich erzeugt iiber R(k) (mit einer Basis aus ¢
Elementen).
Bemerkung.

Wir haben im Fall einer zusammenhéangenden linearen algebraischen Gruppe G gezeigt,
daf die Aussagen (i), (ii) und (iii) dquivalent sind, wobei die Implikation

(1) = (1)
auch im allgemeinen Fall besteht. Wir zeigen als nachstes, daf} (i) und (iii) im
allgemeinen Fall auch dquivalent sind.

(1) = (iii). Sei G eine elementare unipotente Gruppe uiber k. Dann ist auch GO eine

elementare unipotente Gruppe (vgl. 3.4.1). Weil GO zusammenhangend ist (und die
Aquivalenz von (i)- (iii) im zusammenhéangenden Fall bereits bewiesen wurde), ist

GY eine Vektorgruppe, sagen wir G0 = Gg.

Weil G abelsch ist (vgl. 3.4.1) ist G/GY eine endliche abelsche Gruppe und als solche
ein direktes Produkt von endlich vielen zyklischen Gruppen, sagen wir
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GG =7 x.x7 .
1 r

1. Schritt. Der Fall positiver Charakterisk p des Grundkorpers k.
Wir betrachten die exakte Sequenz

a
0— GO —G— le"'XZr — 0.

Sei z, € G ein Element dessen Bild in Z X...XZr ein Erzeuger von

1
Z, = {13x. X{IXZx{1}x..x{1} & Z,

ist. Dann ist z, !=e und die von z, erzeugte Untergruppe <z>von G hat die Ordnung p,

X...XZ
r

# <Zi> =p.

Die Einschrankung von o auf <z> ist surjektiv, also ein Isomorphismus

Od<z.>: <Zi> — Zi (S ZIX"'XZr)
(weil Definitionsbereich und Bild dieselbe Ordnung haben). Deshalb ist

B: le...XZr — G, (Xl""’xr) (BN aI<Z1>(x1)-...-ocl<zr>(xr)),
ein Gruppen-Homomorphismus mit
a(B(a(z))) = aB(eu(z) = a(z).
Zu Zusammensetzung oef} bildet ein Erzeugendensystem von le"'XZr elementweise
in sich ab, d.h. es gilt oo = Id, d.h. B ist ein Schnitt von a. Die exakte Sequenz

zerfallt und es gilt
G = Goxfs(zlx...xzr) = GY% 7. X7,

Man beachte, weil Z X...XZr endlich ist, ist 3 eine regulare Abbildung, also ein

1
Homomorphismus von linearen algebraischen Gruppen. Insbesondere gilt (iii).

2. Schritt. Der Fall der Charakterisk p = 0 des Grundkorpers k, ist G = cV=¢G
Weil konnen annehmen, G ist abgeschlossene Untergruppe einer GLn'

n
a

Angenommen, es gibtein x € G - GO. Dann gilt x € G - {e}.Weil x unipotent ist, sind
alle Eigenwerte von x gleich 1, und wir konnen durch Konjugation erreichen, dafl x mit

seiner Jordanschen Normalform uibereinstimmt, sagen wir
x=Id+nmitnE Y k-E.C erl,wegenx # egiltn # 0.
(E =1
( 1] -

(Bezeichnungen wir in 2.1.5 Aufgabe 4, dritter Schritt).
Fur die i-te Potenz von x erhalten wir

i Lt . o 1 .1 2
x' = > (a yen® =1d + ien + y(i) mit y(i) € N N, C N,
o=0
Weil die Charakteristik von k gleich O istz giltien # 0, d.h.

x! # 0.
d.h. x hat unendliche Ordung.

Weil G/GY endliche Ordnung besitzt, gibt es eine natiirliche Zahl ¢ mit
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(_,¢

Dann gibt es aber auch einy € k™ = Gg = GV mit y’ =x", also (Xy_l)é =e, d.h. xy'1

hat endliche Ordnung, kann also nicht in G-gY liegen. Also gilt
xy'1 e GO,
also
xe Yy C 060 = a0,
iI_I;tWiderspruch zur Wahl von x. Unsere Annahme fuhrt zu einem Widerspruch. Also
gi

G-cV=g,

also
_0_~1
G=G’=G,.

Wir haben gezeigt, die Aussagen (i) und (iii) sind fur beliebige lineare algebraische
Gruppen G aquivalent (und im zusammenhédngenden Fall sind (i), (ii) und (iii)
aquivalent.

(i) = (i). Nach Voraussetzung wird k[G] von addititiven Funktionen erzeugt, sagen
wir

k[G] = k[fl’”"fn]’
wobei jedes fi: G— Ga ein Homomorphismus von linearen algebraischen Gruppen

ist. Weil die fi den Koordinatenring erzeugen, ist durch
f,0

cp:G—>km, X B

f
ein Isomorphismus mit einer abgeschlossnen Teilvarietat V. C k™ definiert (vgl.
Bemerkung 1.3.1 (iii)). Weil die fi additiv sind, ist

¢:G—kM=G,'
ein Homomorphismus von linearen algebraischen Gruppen, ¢(G) eine abgeschlossene

Untergruppe von G;n (vgl. 2.2.5 (i1)) und die durch ¢ induzierte Abbildung

G — ¢(G)
ein Isomorphismus von linearen algebraischen Gruppen (vgl. das Ende von Schritt 3 im
Beweis von 2.3.7 (i)). Wir konnen die Gruppe G mit deren Bild bei ¢ identifizieren.

Als Untergruppe der elementaren unipotenten Gruppe G;n ist G unipotent und

elementar, d.h. es gilt (i).

Zusammenfassung.
Wir haben bisher die folgenden Implikationen bewiesen.

(i) = (1) « (iii)
(1) & (i1) & (ii1) falls G zusammenhangend ist.
Zum Abschluf} des Beweises reicht es somit, die Implikation
(iii) = (ii)
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zu beweisen.

(iii) = (ii). 1. Schritt. Sind G1 und G2 zwel lineare algebraische Gruppen, fur welche

Bedingung (i1) erfullt ist, so ist Bedingung (i1) auch fur G’xG”
erfullt.
Nach Bemerkung 3.3.1A(v) die Abbildung

¢:AG *G,) — AG)) ® AG,). f b (foq,, foq,)

ein k-linearer Isomorphismus. Ist die Charakteristik p des Grundkorpers k positiv, dies
sogar ein Isomorphismus von R(k)-Moduln, denn es ist

@(T+f) = @(fP)
= (fPOql, fpoq2)
= ((feq )P, (foq)P)
= ((feq )P, (foq)P)
= (To foqI, Te foqz)
= T.(foql’ foqz)

= Teq(D).
Nach Voraussetzung sind A(Gl) und A(Gz) endlich erzeugte R(k)-Moduln. Auf Grund

des Isomorphismus ist dann aber auch A(G1XG2) endlich erzeugt tiber R(k).
Wir haben noch zu zeigen, A(Glez) erzeugt k[G1 XG2] als k-Algebra. Nach
Voraussetzung wird k[Gi] von A(Gi) erzeugt (furi=1,...,2).
Nach Bemerkung 3.3.1A(v) ist

P AG)) © AG,) — AG xG). (£8) b Py (D) + pae).
die zu @ inverser Abbildung. Insbesondere gilt

PI(A(G,) C AG,%G,) und py(A(G,)) C AG, XG,).

Dieselben Inklusionen bestehen deshalb auch zwischen den von diesen Mengen
erzeugten k-Algebren.

KIp (A(G )] C KLA(G, %G,)] und Ipy(A(G,)] S KIAG, XG,)l.
Weil
p?: k[Gl] — k[G1XG2] und p;: k[G
k-Algebra-Homomorphismen sind, gilt
KIp| (A(G )] = py KIA(G,)]) = KIG, 1®k

— k[G XG2]

2] 1

und

%k %k
KIpy(A(G,))] = py(KIA(G,)]) = k®KIG, .
Die Inklusionen konnen wir deshalb in der Gestalt
k[G1]®kDg k[A(G1XG2)] und k®k[G2] C k[A(G1XG2)].
Es folgt
k[G1]®k[G2] C k[A(Glez)] C k[G1]®k[G2],

also
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k[A(Glez)] = k[G1]®k[G2].
Mit anderen Worten, der Koordinatenring von G1XG2 wird also k-Algebra von den
additiven Funktionen auf GIXG
2. Schritt. Mit (iii) gilt auch (ii).
Nach Voraussetzung gilt
G= Gax"'XGa imFallp=0

erzeugt.
) g

und

G= GaX...XGaXZ/pZX...XZ/pZ im Fall p > 0.
Nach dem ersten Schritt reicht es zu zeigen, daf3 Ga und (im Fall p>0) Z/pZ den
Bedingungen von (ii) genuigen. Fur Ga haben wir dies bereits gezeigt, denn Ga ist

zusammenhéangen, d.h. es besteht die Implikation (iii) = (ii). Wir konnen also

annehmen,
G = Z/pZ und p > 0.
Wie wir bereits gesehen haben, induziert die naturliche Einbettung

Fp S k
des Primkorpers IE‘p in den Korper k der Charakteristik p eine regulare Abbildung
linearer algebraischer Gruppen
G =Z/pZ & Ga
welche G mit einer abgeschlossenen Untergruppe von Ga identifiziert. Insbesondere ist
der induzierte k-Algebra-Homomorphismus der Koordinatenringe
i*: k[T] = k[Ga] —» k[G] )

surjektiv. Dabei bezeichnet T eine einzelne Unbestimmte, namlich die additive
Funktion, welche jedes Element von Ga = k auf seine einzige Koordinate abbildet (d.h.

die identische Abbildung k — k). Weil 1 ein Homomorphismus von linearen

algebraischen Gruppe ist, ist
*(T)=TI G

eine additive Funktion auf G. Weil der k-Algebra-Homomorphismus (9) surjektiv ist,
wird bei i* jedes Erzeugendensystem der k-Algebra k[Ga] in ein Erzeugendensystem

der k-Algebra k[G] gebildet. Insbesondere wird k[G] von 1*(T) = Tl , als k-Algebra

erzeugt:

G

k[G] wird als k-Algebra von additiven Funktionen erzeugt.

Wir haben noch zu zeigen, A(G) ist ein endlich erzeugter R(k)-Modul. Wegen k C
R(k) reicht es zu zeigen, A(G) ist ein endlich-dimensiionaler k-Vektorraum.

Weil die Restklasse von 1 die zyklische Gruppe G = Z/pZ erzeugt, ist eine additive
Funktion f auf G bereits durch deren Wert in dieser Restklasse eindeutig festgelegt,
f(n mod pZ) = n+f(1 mod pZ).
Deshalb ist die Abbildung
A(G) — k, f » f(1 mod pZ),
injektiv. An der Abbildungsvorschrift lesen wir ab, daf sie auch k-linear ist, also ein

Isomorphismus von k-Vektorraumen. Damit ist A(G) ein endlich erzeugter k-
Vektorraum, also erst recht ein endlich erzeugter R(k)-Modul.
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QED.
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